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Wielandt 定理与非幂零极大子群指数皆为素数的有限群
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摘　 要:为了进一步研究每个非幂零极大子群的指数皆为素数的有限群的可解性,使用反证法和极小阶反例

的方法,并结合应用 Wielandt 给出的一个关于具有幂零 Hall - 子群(不是 Sylow - 子群)的有限群 G 的结构刻画的

定理,得到了一个较为初等的关于每个非幂零极大子群的指数皆为素数的有限群 G 的可解性的证明。 该证明没有

应用 Glauberman-Thompson p - 幂零准则和 Rose 的关于具有幂零极大子群的非交换单群的分类和关于具有幂零极

大子群且中心等于 1 的非可解群的刻画,这改进了之前在相关的研究文献中关于这个结论的证明。
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Wielandt′s Theorem and Finite Groups with Every
Non-nilpotent Maximal Subgroup with Prime Index

TIAN Yunfeng,　 SHI Jiangtao,　 LIU Wenjing
(School of Mathematics and Information Sciences, Yantai University, Yantai 264005, China)

Abstract:In order to give a further study of the solvability of a finite group in which every non-nilpotent maximal subgroup has
prime index, the methods of the proof by contradiction and the counterexample of the smallest order and a theorem of Wielandt on the
characterization of the structure of a finite group G with a nilpotent Hall-subgroup which is not a Sylow subgroup are applied to obtain a
more elementary proof of the solvability of a finite group in which every non-nilpotent maximal subgroup has prime index. The proof
does not apply the Glauberman-Thompson p-nilpotent criterion and Rose′s two results on a classification of non-abelian simple groups
with nilpotent maximal subgroup and a characterization of non-solvable group with nilpotent maximal subgroup and trivial center
respectively, which improves the proof of the result in the relevant research references.
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0　 引　 言

本文讨论的群都是有限群, 所用符号都是标准

的,见文[1]。 对于群的一般极大子群,Guralnick 在

文[2]中证明了如果群 G 的每一极大子群的指数皆

为素数幂, 则 G / O∞ G≅1 或 PSL(2,7), 其中 O∞ G

为 G 的最大的正规可解子群. Huppert 定理(见文

[1]第 IX 章定理 1. 12)证明了群 G 是超可解群当且

仅当 G 的所有极大子群的指数是素数。 对于具有幂

零极大子群的群, Thompson 定理 (见文 [3] 定理

10. 4. 2)证明了如果群 G 具有一个奇数阶幂零极大

子群 M, 则 G 可解。 王宏在定理 3 中证明了对于具

有幂零极大子群和交换 Sylow 2 -子群的群 G, 如果



G 的奇素数阶子群都是半正规的,则 G 有亏零 2 -
块的充分必要条件是 O2(G) = 1。

考虑群的非幂零极大子群,文[5]证明了如果

群 G 的每一非幂零极大子群的指数为素数幂, 则

G / S(G)≅1 或 PSL(2,7), 其中 S(G)为 G 的最大

的可解正规子群。 文[6]定理 1. 1 得到了对于非可

解群 G 的阶的任意素因子 p, G 中均存在阶能被 p
整除的非幂零极大子群。 文[7]定理 1. 1 和定理

1. 3 分别刻画了非幂零极大子群共轭类类数等于 2
的群的可解性和非幂零极大子群同阶类类数等于 2
的非可解群的结构。 文[8]定理 2 给出了非可解群

所含非幂零极大子群个数的一个下界。
对于每个非幂零极大子群皆正规的群,文[9]

引理 4、文[10]定理 1. 3 和定理 3. 5、文[11]定理 1
和文[12]定理 1. 1 分别从不同的角度证明了该类

群是可解群。 特别地,文[13]定理 5 在非幂零极大

子群皆正规的群是可解群的基础上进一步证明了该

类群具有 Sylow 塔,而作为文[13]定理 5 的证明的

改进,文[14]定理 1 的证明不需要用到非幂零极大

子群皆正规的群的可解性,直接证明了该类群具有

Sylow 塔。

1　 主要结果与预备引理

进一步考虑每个非幂零极大子群指数皆为素数

的群,文[10]定理 1. 2 (1)、文[15]定理 1. 3 和文

[16]定理 7 分别从不同的角度证明了下述结论

成立:
定理 1[10,15,16] 　 如果群 G 的每个非幂零极大子

群的指数皆为素数,则 G 可解。
文[17]在定理 1 中的群是可解群的基础上,进

一步证明了该类群具有 Sylow 塔。 文[18]在定理 1
中的群是可解群的基础上刻画了该类群的子群

结构。
需要指出的是,在文[10]定理 1. 2(1)的证明

中用到了下面的 Glauberman-Thompson p - 幂零

准则:
定理 2[1] 　 设 G 为群,p 为奇素数,P∈Sylp(G)。

若 NG(Z(J(P))有正规 p - 补,则 G 也有正规 p -
补,其中 J(P)是 P 的 Thompson 子群。

在文[15]定理 1. 3 的证明中用到的关键定理

是 Rose 在文[19]中给出的关于具有幂零极大子群

的非交换单群的分类刻画和关于具有幂零极大子群

且中心等于 1 的非可解群的刻画:

定理 3 [19] 　 具有幂零极大子群的非交换单群

必为某个射影特殊线性群 PSL(2,p), 其中 p 为大

于等于 17 的费马素数或梅森素数。
定理 4[19] 　 设 G 是一个具有幂零极大子群 M

的非可解群,若 Z(G) = 1,则 M 是 G 的 Sylow 2 -
子群。

在文[16]定理 7 的证明中用到的关键定理为

上述定理 4。
在文[20]第四章定理 7. 3 中,Wielandt 定理给

出了具有幂零 Hall -子群的群 G 的结构刻画:
定理 5[20] 　 设 H 是群 G 的幂零 Hall - 子群但

不是 Sylow 子群。 假若对于 | H | 的任一素因子 p,H
的 Sylow p -子群 P 都满足 NG(P) = H, 那么存在 G
的正规子群 K 使得 G = KH 且 K∩H = 1。

在本文中,我们将不应用上述定理 2、定理 3 和

定理 4,使用反证法和极小阶反例的方法,并结合应

用上述定理 5 给出关于上述定理 1 的一个较为初等

的新证明,我们的证明改进了文[10]定理 1. 2(1)、
文[15]定理 1. 3 和文[16]定理 7 中的证明。

引理 1[3] 　 假设群 G 的每个极大子群皆幂零但

G 自身非幂零,则 G 可解。
引理 2[1] 　 令 p 是群 G 的阶的最大素因子,P∈

Sylp(G) ,那么或者 P 正规于 G,或者包含 NG(P)的
极大子群有合数指数。

引理 3[3] 　 如果群 G 具有一个奇数阶的幂零极

大子群,则 G 可解。
引理 4[21] 　 设 G 为非交换单群,πt(G)是 G 的

所有极大子群指数的集合。 如果 πt(G)中存在一个

素数 p,则 p 必为 |G |的最大素因子。

2　 定理 1 的新证明

证明: 设 G 为极小阶反例。
如果群 G 的每个极大子群皆幂零, 因为 G 非幂

零, 则 G 是内幂零群, 由引理 1 知 G 可解, 矛盾。
如果 G 的每个极大子群皆非幂零, 由题设知 G 的每

个极大子群的指数皆为素数, 则 G 为超可解群, 亦

有 G 可解, 矛盾。 故 G 既有幂零极大子群亦有非幂

零极大子群。
设 p 为 |G |的最大素因子, 因为 G 非可解, 则 p

必为奇素数。 设 P∈Sylp(G)。 若 P 正规于 G, 显然

商群 G / P 满足题设条件且 | G / P | < | G | , 由 G 为极

小阶反例知 G / P 可解, 从而 G 可解,矛盾。 故 P 不

正规于 G。 特别地,G 不含可解的非平凡正规子群。
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由引理 2 知 G 的包含 NG(P)的极大子群具有

合数指数。 由题设,NG(P)只能包含在 G 的某个幂

零极大子群内。 不妨设 M 为 G 的幂零极大子群使

得 NG(P)≤M。
先证 M 是 G 的 Hall -子群。
反证, 假设 M 不是 G 的 Hall - 子群, 则 |M |存

在一个素因子 q 使得 M 的 Sylowq - 子群不是 G 的

Sylowq -子群。 不妨设 Q1∈Sylq(M)和 Q∈Sylq(G)
使得 Q1 <Q, 则存在 Q2≤Q 使得 Q1 < Q2 且 |Q2 ∶Q1 |
= q,于是 Q1 正规于 Q2。 又因为 M 幂零,知NG(Q1)
≥〈M,Q2〉 >M。 由M 为 G 的极大子群得 NG(Q1) =
G, 说明 Q1 正规于 G,与 G 不含可解的非平凡正规

子群矛盾。 故 M 是 G 的 Hall -子群。
下证 M 不是 G 的 Sylow 子群。
反证。 如果 M 是 G 的 Sylow 子群, 因为 M≥

NG(P), 则有 M = NG(P) = P。 注意 p 为奇素数, 于

是 M 是 G 的奇阶幂零极大子群, 由引理 3 知 G 可

解, 矛盾。 故 M 不是 G 的 Sylow 子群。
设 w 为 | M | 的任一素因子, 令 W∈Sylw (M),

因为 M 幂零, 则 M≤NG(W)。 又 M 为 G 的极大子

群且 G 不含可解的非平凡正规子群, 所以必有

NG(W) =M。
由定理 5 知, 存在 G 的正规子群 H, 使得 G =

HM 且 H∩M = 1,即 G 为 H 和 M 的半直积。 因为 M
是 G 的极大子群, 知 H 必为 G 的极小正规子群。 又

H 非可解, 于是 H 为若干同构的非交换单群的直

积。 不妨设 H = H1 × H2 × … × Hm, 其中∀1≤i≤j≤
m 都有 Hi≅Hj。

设 r 是 |H |的最大素因子, 则 r 是奇素数。 注意

r 亦为每一个 | Hi | 的最大素因子。 因为 M 是 G 的

Hall -子群, 故 r 不整除 |M | 。 令 R∈Sylr(H), 则 R
亦为 G 的 Sylowr - 子群。 显然 R 不正规于 G, 于是

NG(R) < G。 设 K 为 G 的极大子群使得 NG(R)≤K。
由 Frattini 论断,知 G = HNG(R) = HK。

下面对 K 分幂零和非幂零两种情形进行讨论:
如果 K 幂零, 因为 G = HM = HK,则 | HM | =

|HK | ,即 |H | |M | = |H | |K |
|H∩K | 。 于是 |M | = |K |

|H∩K | 整
除 |K | 。 因为 K 为 G 的幂零极大子群,类似上面关

于 M 的讨论,知 K 为 G 的 Hall - 子群但不是 G 的

Sylow 子群。 设 s 是 |M | 的任一素因子, 则 s | | K | 。
令 S1∈Syls(M)和 S2∈Syls(K), 则 S1 和 S2 都是 G
的 Sylows -子群。 因此,存在 g∈G, 使得 S1 = Sg

2。 因

为 S2≤K, 所以 Sg
2≤Kg。 由 K 幂零知 Kg 亦幂零。 注

意 Rg≤Kg 且 r≠s, 则 Sg
2 和 Rg 可交换, 即 S1 和 Rg

可交换。 于是 Rg≤NG(S1 )。 又 M≤NG(S1 ), 因此

NG(S1)≥〈M,Rg〉。 又 r 不整除 |M | , 所以〈M,Rg〉
>M, 得 NG(S1 )≥〈M,Rg〉 > M, 从而有 S1 正规于

G, 矛盾。
如果 K 非幂零,由题设知 | G ∶ K | 为素数, 设该

素数为 t。 因为 K≥NG (R), 所以 t≠ r。 由于 G =
HK, 知 |G∶ K | = |HK∶ K | = |H∶ H∩K | = t≠r。 则 H∩K
是 H 的极大子群。 注意 H = H1 × H2 × … × Hm, 于是

必然存在某个 Hi, 使得 Hi 不包含于 H∩K。 不妨设

H1 不包含于 H∩K, 因为 H1 正规于 H 且 H∩K 是 H
的极大子群, 则 H = H1(H∩K)。 于是 |H∶ H∩K | =
|H1(H∩K) ∶ H∩K | = | H1 ∶ H1∩(H∩K) | = | H1 ∶
(H1∩K) | = t≠r, 知非交换单群 H1 有一个指数为

素数 t 的极大子群 H1∩K。 由引理 4 知, t 必为 |H1 |
的最大素因子。 进而 t 必为 |H |的最大素因子, 这与

r 是 |H |的最大素因子且 t≠r 矛盾。
综上讨论,说明极小阶反例不存在, 故 G 是可

解的。 证毕。
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